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l. GENERALITATI

Metoda backtracking se aplica algoritmilor pentru rezolvarea urmatoarelor tipuri de
probleme:
Fiind date n multimi S1, S2, ... Sp, fiecare avand un numar nrsj de elemente, se cere gasirea

elementelor vectorului X =(x1, X2, ... Xn) € S=S1xS2x...Sn, astfel incat sa fie indeplinita o
anumita relatie ¢(x1, X2, ... ,Xn) intre elementele sale.

Relatia ¢(x1, X2, ... ,Xn) se numeste relatie interna (conditie interna), multimea
S=S1xS2x...Sn se numeste spatiul solutiilor posibile, iar vectorul X se numeste solutia rezultat.

Metoda backtracking determina toate solutiile rezultat ale problemei. Dintre acestea se poate alege
una care indeplineste in plus o alta conditie.
Aceastda metoda se foloseste in rezolvarea problemelor care indeplinesc simultan
urmatoarele conditii:
- multimile S1, S2, ... Sn sunt multimi finite, iar elementele lor se considera ca se afla intr-o
relatie de ordine bine stabilita (de regula sunt termenii unei progresii aritmetice);
- nu se dispune de o alta metoda de rezolvare, mai rapida;
- X1, X2, ..., Xn pot fi la randul lor vectori;
- S1, S2, ... Sn pot fi identice.
La generarea vectorului X, se respecta urmatoarele conditii:

a)xk primeste valori numai daca x1, X2, ... ,Xk-1 au primit deja valori;
b)dupa ce se atribuie o valoare lui Xk, se verifica relatia (conditia) numita de continuare
o(X1, X2, ... ,Xk) care stabileste situatia in care are sens sa se treaca la calculul lui Xk+1.

Neindeplinirea conditiei ¢ exprima faptul ca oricum am alege xXk+1, Xk+2, ... ,Xn nu se ajunge la
solutia rezultat.

in caz de neindeplinire a conditiei ¢(x1, X2, ... ,Xk), se alege 0 noua valoare pentru xk € Sk

dintre cele nealese, si se reia verificarea conditiei ¢.
Daca multimea de valori xk s-a epuizat, se revine la alegerea altei valori pentru xk-1 dintre cele
nealese s.a.m.d. Aceasta micsorare a lui k da numele metodei, ilustrand faptul ca atunci cand nu se
poate avansa se urmareste inapoi secventa curenta din solutia posibili. intre conditia interna si cea de
continuare exista o stransa legatura. Generarea solutiilor se termina dupa ce au fost testate toate

valorile din S1.

Stabilirea optima a conditiilor de continuare reduce mult numarul de calcule.

Observatie: metoda Backtracking are ca rezultat obtinerea tuturor solutiilor problemei. In cazul
in care se cere o sigura solutie se poate forta oprirea, atunci cand a fost gasita.
orice solutie se genereaza sub forma de vector.
Vom considera ca generarea solutiilor se face intr-o stiva. Astfel, x1 € S1 se va gasi pe
primul nivel al stivei, x2 € S2 se va gasi pe al doilea nivel al stivei,... Xk € Sk se va gasi pe nivelul
k al stivei:



Stiva 1. pentru generarea permutarilor multimii {1,2.....n}, orice nivel al
stivei va lua valori de la 1 la n.
Xk € Sk 3 . - :
2. odata ales un element, se verifica conditiile de continuare (altfel
spus, se verifica daca elementul este valid).
3. daca k=n+1, atunci s-a obtinut o solutie posibila care poate fi si
X2 € S2 solutie rezultat in functie de conditiile problemei.
X1 € S1 4. Observarie: Problemele rezolvate cu aceastd metoda necesita un

timp indelungat. Din acest motiv, este bine sa utilizam metoda

numai atunci cand nu avem la dispozitie un alt algoritm mai

eficient.

Sub forma recursiva, algoritmul backtracking poate fi redat astfel:

#define nmax ...//numarul maxim de mulgimi

....I* se considera declarate global vectorii care mul¢imile Si si numarul lor de elemente nrsi
*/

int x[nmax],n,k,nrs[nmax];

void citire(){ ... ... ... ... }

void afisare(){.............}

int valid(int k){ return (o(x[1], X[2], ..., X[K])==1);}

int solutie(int k){ ... }//de exemplu {return k==n+1}

void backtracking_recursiv(int k)

lif(solutie(k)) afisare(x,n); /* afisarea sau eventual prelucrarea soluyiei rezultat */

else {int i;
for (i=1;i<=nrs[k];i++)
{x[K]=SkI[i]; /* al i-lea element din mulsimea Sk */
if (valid(k))backtracking_recursiv(k+1);
}
}

int main(){ citire(); backtracking_recursiv(1); return 0;}

1. TIPURI DE PROBLEME

Problemele care se rezolva prin metoda backtracking pot fi impartite in mai multe grupuri de
probleme cu rezolvari asemanatoare, in functie de modificarile pe care le vom face in algoritm.
Principalele grupuri de probleme sunt:

G1) probleme in care vectorul solutie are lungime fixa si fiecare element apare o singura data in
solutie;

G2) probleme 1in care vectorul solutie are lungime variabila si fiecare element poate sa apara de
mai multe ori in solutie;

G3) probleme in plan, atunci cand spatiul in care ne deplasam este un tablou bidimensional

(backtracking generalizat).



Cele mai cunoscute probleme din G1 sunt:

I1.1. Generarea produsului cartezian a n mulgimi

Se considera n multimi finite S1, S2, ... Sn, de forma {1,2..,sn}. Sa se genereze produsul cartezian
al acestor multimi.

Indicatii de rezolvare:

Am considerat multimile de forma {1,2.., sn} pentru a simplifica problema, in special la partea de
citire si afisare, algoritmul de generare ramanand nemodificat.

Identificam urmatoarele particularitati si conditii:

Vectorul solutie: X=(x1, X2, ... Xn) € S1XS2x...Sn,

Fiecare element Xk € Sk

Nu exista conditii interne pentru vectorul solutie. Nu are functie de validare.
Obtinem solutia cand s-au generat n valori.

Avem solutie daca k=n+1

/lgenerare prod cartezian
#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;
int x[50], n,k,s[50][100], card[50];
ifstream f("fis.in");
void citeste()
{ intij; f>>n;

for(i=1;i<=n;i++)

{ f>>card[i];

for(j=1;j<=card[i];j++) f>>s[i]1[i];}}

void scrie()
{ inti;cout<<endl;

for(i=1;i<=n;i++) cout<<sgi]}[x[i]]<<" "}
int solutie(int k) { return(k==n+1);

void back(int k& _

{ if(solutie(k))scrie();
else
for(int i=1;i<=card[k];i++)
{x[k]=i;
/I if(valid(k)) nu este cazul
back(k+1);}

Int main()
{citeste(); back(1); return 0;}

1. 2. Generarea submultimilor unei multimi

Generarea submultimilor unei multimi A cu n elemente se poate face cu ajutorul algoritmului de

generare a combinarilor, apelandu-I repetat cu valorile 1, 2, ..., n pentru a genera submultimile cu

un element, apoi cele cu doua elemente, apoi cu 3 elemente etc.

Aceasta modalitate de rezolvare este si mai complicata si mai putin eficienta decat urmatoarea,

care se bazeaza pe generarea produsului cartezian {0,1}x{0,1}x...{0,1} de n ori. Aceasta a doua
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metoda este eficienta deoarece genereaza 2" solutii (=nr. de submultimi ale unei multimi cu n
elemente). Fiecare element al produsului cartezian reprezinta cate un vector caracteristic al unei
submultimi din A.

Asadar, generam toti vectorii caracteristici X cu n elemente, cu valorile 0 si 1. Pentru fiecare vector
solutie parcurgem solutia si afisam elementele din multimea A carora le corespund valorile 1 in x.
Astfel, pentru combinatia 001011 vom afisa elementele de pe pozitiile 3, 5 si 6 din multimea
initiala.

1. 3. Generarea permutdrilor unei multimi

Se dia o multime cu n elemente A={al,a2,...,an}. Se cere sa se genereze si sa se afiseze toate
permutarile ei. Altfel spus, se cere sa se afiseze toate modurile in care se pot aseza elementele
mulgimii A.

Folosim pentru generare multimea S={1,2,...,n}. Spatiul solutiilor posibile este s". Un vector

XeSM este 0 solutie rezultat daca x[i]#x[j] si x[i]e{1,2,...,n} (conditiile interne). La pasul k:
o X[kl e{1,2,...,n};
e valid (K) : x[K]#x[1].x[2],...,X[K-1]
e solutie(k) : k=n+1.

Se pot identifica mai multe modalitati de a verifica daca elementul x[k] a fost plasat deja in
vectorul solutie. Cele mai importante doua sunt:
e parcurgerea elementelor deja generate pentru a verifica daca x[k] apare sau nu intre ele;
e folosirea unui vector cu n elemente in care vom avea valori 0 sau 1 corespunzatoare
elementelor multimii initiale. Valoarea 1 va preciza faptul ca elementul de pe pozitia
corespunzatoare a fost plasat anterior in vectorul solutie, iar valoarea 0 ca nu.

Corespunzator acestor doua moduri de a verifica daca un element a mai fost sau nu plasat in
vectorul solutie, avem 2 moduri de generare a permutarilor.

1. 4. Generarea aranjamentelor

Generam aranjamentele unei multimi atunci cand ni se cer toate modurile de a alege m elemente
distincte dintre cele n ale multimii (m<n).

Aceasta problema se rezolva foarte usor folosind metodele de generarea permutarilor. Singurele
modificari presupun citirea numarului m, modificarea conditiei de solutie, care va fi k=m in loc de
k=n si a numarului de elemente afisate.

Folosim pentru generare multimea S={1,2,...,n}. Spatiul solutiilor posibile este sM. Un vector

XeS™M este 0 solutie rezultat daca x[i]#x[j] si x[i]e{1,2,...,n} (conditiile interne). La pasul k:
o x[k]le{l1,2,...,n};
o valid (k) : x[K]#x[1].x[2],...,x[Kk-1]
e solutie(k) : k=m+1.



Il. 5. Generarea submultimilor cu m elemente ale unei multimi (combindri)

Generam combinarilor unei multimi presupune o conditie suplimentara fata de permutari sau
aranjamente. Acest lucru se datoreaza faptului ca generarea combinarilor presupune alegerea in
ordine strict crescatoare a elementelor care compun vectorul solutie. Astfel, conditia de continuare,
sau de validare a unui element este aceea ca el trebuie sa fie strict mai mare decat cel plasat anterior.
in acest mod asiguram faptul ca elementele nu se vor repeta si ca vor fi generate in ordine strict
crescatoare. Trebuie, insa, sa avem grija sa nu punem aceasta conditie si asupra primului element
din vectorul solutie, deoarece el nu are cu cine sa fie comparat sau sa initializam X[0]=0.

O optimizare a algoritmului de generare a combinarilor se poate obtine pornind instructiunea for
pentru plasarea unui element de la valoare urmatoare valorii generate anterior. Astfel nu mai
trebuie sa verificam daca elementul Xk este mai mare ca Xk-1.

Folosim pentru generare multimea S={1,2,...,n}. Spatiul solutiilor posibile este sM. Un vector

XeS™M este o solutie rezultat daca x[i]#x[j] si x[i]e{1,2.....n} (conditiile interne). La pasul k:
e Xx[0]=0
o X[K] € { X[k-1]+1,.....,n }; /loptim X[K] € { X[k-1]+1,.....,n-m+k}
e valid (k) : fiecare valoare aleasa x[k] este valida; nu necesita validare
e solutie(k) : k=m+1.

Il. 6. Aranjarea a n regine pe o tabli de sah de dimensiune nxn fard ca ele sa se atace.

Dandu-se o tabla de sah de dimensiune nxn (n>3) sa se aranjeze pe ea n regine fara ca ele sa se
atace. Reamintim ca o regina ataca linia, coloana si cele 2 diagonale pe care se afla. In figura de mai
jos celulele colorare mai inchis sunt atacate de regina pozitionata unde indica litera “D”.

Se plaseaza cate o regind pe fiecare linie.

Conditia de a putea plasa o regind pe pozitia k presupune verificarea ca sa nu se atace cu nici una
dintre celelalte k-1 regine deja plasate pe tabla. Daca pe pozitia k din vectorul X punem o valoare ea
va reprezenta coloana pe care se plaseaza pe tabld regina k.

o x[kle{1,2,...n};

e Validare(k): x[i]#x[k] si |k-i|#£x[k]-X[i]| cu i=2,...,k-1.

e Solutie: k=n+1

I1. 7. Generarea tuturor secvengelor de n (par) paranteze care se inchid corect.
Sa se genereze toate sirurile de n paranteze rotunde inchise

corect. Exemplu:

o Ptn=4:(0); 00



 Ptn=6:((0)): 0(0): 000 (00): (0O

Notam cu 1 paranteza stanga si cu 2 paranteza dreapta. Un vectorul solutie va fi de forma:
x=(1,1,2,2), adica (()).

\om retine in variabila ps numarul de paranteze stangi folosite si in variabila pd numarul
de paranteze drepte folosite. Identificam urmatoarele particularitati si conditii:

S={1,2}

vectorul solutie: X=(x1, X2, ... xn) € S"
X[1]=1; X[n]=2

Fiecare element Xk € {1,2}

valid(k): ps<=n/2 si ps>=pd

Obtinem solutia daca k=n+1 si ps=pd

11.8. Generarea partigiilor unei mulgimi.

Se considera multimea {1,2,...,n}. Se cer toate partitiile acestei multimi. Submultimile
A1,A2,....Ak

ale multimii A constituie o partitie a acesteia daca sunt disjuncte intre ele (nu au elemente
comune)

si multimea rezultata in urma reuniunii lor este A.

Exemplu:
Pentru A={1,2,3} avem:
{1}, {2,3}
{1.2}, {3}
{1}, {2}, {3} 5 partitii
{1,2,3}
{13} {2}

O partitie a multimii {1,2,3,...,n} se poate reprezenta sub forma unui vector x cu n
componente x[i]=k are semnificatia ca elementul i al multimii considerate apartine
submultimii k a partitiei.

O solutie este x={1,2,3} care reprezinta partitia {1}, {2,3} formata din submultimile

Al={1}si
A2={2,3}.

e XJ[1]=1semnificafaptul cal e Al
e X[2]=2 semnifica faptul ca 2 € A2

e X[3]=2 semnifica faptul ca 3 € A2

Submultimile unei partitii Se numeroteaza cu numere consecutive. Pentru orice i din {1,2,...,n}
trebuie sa existe un j din aceeasi multime astfel incat |x[i]-x[j]|<=1. Nu putem avea ca solutie
x(1,1,1,3) pentru ca partitia obtinuta nu are 3 submultimi, insa putem avea x=(1,2,1,3).

O partitie a unei multimi cu n elemente este formata din cel mult n multimi distincte (de ex
{1}{2},{3} partitie a lui {1,2,3}) => S={1,2,3,...,n}

vectorul solutie: X=(x1, X2, ... Xn) € S

Pentru a evita repetitia partitiilor (de ex. {1}, {2,3} cu {2,3}, {1}) , facem conventia ca x[K] sa
ia numai valori din multimea 1,2,3,...,max=maxim(x[1],x[2],...,X[k-1])+1. Deci Xk €
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{1.2,...,max}
e orice valoare x[K] este valida
e Obtinem solutia daca k=n+1

[Ipartitiile unei multimi
#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;

int x[50],a[50], n, nrsol;
void citeste()
{ifstream f("fis.in");
f>>n; inti; for(i=1;i<=n;i++)f>>a][i];

int maxim(int k)
{int i,z=0; for(i=1;i<k;i++)
z=max(x[i],2);
return z;
}
void scrie()
{iinti,zj;
nrsol++;
cout<<endl<<" \n";
cout<<endl<<"Solutia"<<nrsol<<endl; cout<<endl;
z=maxim(n+1);
for(i=1;i<=z;i++)
{cout<<"{";
for(j=1;j<=n;j++) if(x[j]==i) cout<<a[j]<<"
", cout<<"} "

i3

void back(int k)
{ if(k==n+1)scrie();
else
for(int i=1; i<=maxim(k)+1;i++)
{ x[k]=i;
back(k+1);}
}

int main()
{ citeste(); x[1]=1;
back(2); return 0;}

I1. 9. Colorarea garilor de pe o harta astfel incdt oricare doud gari vecine sa aiba culori diferite

Fiind data o harta cu n tari, se cer toate solutiile de colorare a hartii, utilizand cel mult 4
culori, astfel incat doua tari cu frontiera comuna sa fie colorate diferit. Este demonstrat faptul ca
sunt suficiente numai 4 culori pentru ca orice harta sa poata fi colorata.



Harta este furnizata programului cu ajutorul unei matrice A cu n linii si n coloane.

, daca tara i se invecineaza cu tara j;
A=
0, In caz contrar.
Matricea A este simetrica. Pentru rezolvarea problemei se utilizeaza vectorul stiva x, unde

nivelul k al acestuia simbolizeaza tara k, iar X[k] culoarea atasata tarii k. Stiva are inaltimea n si pe
fiecare nivel ia valori intre 1 si 4

S={1,2,3,4}

vectorul solutie: X=(x1, X2, ... Xn) € S
fiecare element x[K] € {1,2,3,4}

valid(k): A[i][K]=1 si x[i]#x[K], i=1,2,....k-1
Obtinem solutia daca k=n+1

s

2 3

N O Y I B
orHORKRO
FRrROR
HooKroOo
HooORHRK
OHKREKEO
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[/Icolorarea hartilor
#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;

int x[50],a[50][50] ;
int n, nrsol;

void citeste()
{ifstream f("'fis.in");
f>>n;
inti,j;
for(i=1;i<=n;i++)
for(J=1;j<=n;j++)

f>>a[i][j];
}

for(i=1;i<=n;i++)
cout<<x[i]<<"";

int valid(int k)
{ inti;
for(i=1;i<k;i++)
if(a[i][k]==1 &&
x[1]==x[k])return O;
return 1;

}
void back(int k)
{ if(k==n+1)scrie();
else
for(int i=1;i<=4;i++)

{ﬂﬁﬂ;
~af(valid(k))back(k+1);}
void scrie()

{inti;

nrsol++;



cout<<endl<<" - \n";
cout<<endl<<"Solutia "<<nrsol<<endl;
for(i=1;i<=n;i++)
cout<<i<<"";

cout<<endl;

P

int main()

{ citeste(); back(1);
return O;

11.10. Problema comisului voiajor

Un comis voiajor trebuie sa viziteze un numar n de orase. Initial, el se afla intr-unul dintre
ele, notat 1. Comisul voiajor doreste sa nu treaca de doua ori prin acelasi oras, iar la intoarcere sa
revina in orasul 1. Cunoscand legaturile existente intre orase, se cere sia se afiseze toate
variantele de deplasare posibile pe care le poate urma comisul — voiajor.

Exemplu:
In figura de mai jos sunt simbolizate cele 6 orase, precum si drumurile existente intre ele.

PoS
@\®>< @/\C

Legaturile existente intre orase sunt date in matricea A cu n linii si n coloane. Elementele
matricei A pot fi 0 sau 1 (matricea este binara).

Comisul voiajor are urmatoarele posibilitati de parcurgere:

1 1,2,8,4,5,6,1,
1 1,2,5/4,3,6,1;
1 1,6,3,4,5,2,1,
1 1,6,54,3,2,1;

A(i)= 1, daca exista drum intre orasele i si j
0, in caz contrar.

Se observa ca A[i,j] = A[j,i] oricare ar fii,je{l, 2, 3, ..., n} — matricea este simetrica.

Pentru rezolvarea problemei folosim stiva X. La baza stivei (nivelul 1) se incarca numarul 1, deci
x[1]=1. Problema se reduce la a genera toti vectorii X=(x1,X2,...,Xn) Cu proprietatea:

x[1]=1

x[i]€{2,3,4,...,n}

X[i]#x[j], pentru i#

a[x1][x2]=1, a[x2][x3]=1, a[xn-1][xn]=1, a[xn][1]=1

VVom utiliza un algoritm asemanator generarii permutarilor, pornind de la pasul k=2:
o S={23,....,n}
e X[1]F1
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vectorul solutie: X=(x1, X2, ... xn) € S"

x[k] =1,2,....n

valid(k): A[X[k-1J1[x[K]I=1 si x[i]#£x[K], i=1,2,...,k-1
obtinem solutia daca k=n+1 si A[x[k-1]][x[k]]=1

G2) probleme in care vectorul solutie are lungime variabila si fiecare element poate sa
apara de mai multe ori in solutie

I1. 11. Partigiile unui numdar natural. Fie n>0, natural. Sa se scrie un program care sa afiseze toate
partitiile unui numar natural n. Numim partitie a unui numar natural nenul n o multime de
numere naturale nenule {p1, p2, ..., pk} care indeplinesc conditia p1+p2+ ...+pk = n.

EX: pentru n = 4 programul va afisa:

4 =1+1+1+1

4=1+1+2

4=1+3

4=2+2

4=4

Observatii: - lungimea vectorului solutie X cel mult n;

e exista posibilitatea ca solutiile sa se repete;
e conditia de final este indeplinita atunci cand suma elementelor vectorului solutie este n.

Am mentionat mai sus ca vom folosi doi parametri, unul pentru pozitia in vectorul solutie si un al
doilea in care avem sumele partiale la fiecare moment. Avem determinata o solutie atunci cand
valoarea celui de-al doilea parametru este egala cu n. In aceasta situatie la fiecare plasare a unei
valori in vectorul X valoarea celui de al doilea parametru se mareste cu elementul ce se
plaseaza in vectorul solutie. Apelul procedurii back din programul principal va fi back(l, 0). Exista
si posibilitatea de a apela procedura back din programul principal back(1, n) si valoarea celui de al
doilea parametru se decrementeaza cu valoarea elementului ce se plaseaza in vectorul X, iar o
solutie avem cand acest parametru este zero. Indiferent care modalitate este aleasa acest al doilea
parametru ne permite sa optimizam putin programul in sensul ca putem considera niste conditii de
continuare mai stranse.

/lgenerare partitiile unui numar

#include <iostream>
using namespace std;

int x[100], n,k,nrsol;

void citeste()

{cin>>n;}

void scrie(int k)

{inti; cout<<endl;nrsol++;
for(i=1;i<k;i++) cout<<x[i]<<" ";}

void back(int k, int sum)
{ ifﬁsum:=0)scrie(k);
else
for(int i=x[k-1];i<=n && i<=sum;i++)
Ili>=x[k-1]pt a evita repetiiile
{x[K]=i; back(k+1, sum-i);}
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[Ivarianta Il
#include <iostream>
using namespace std;

int x[100], n,k,nrsol;
void citeste()
{cin>>n;}

void scrie(int k)
{inti; cout<<endl;nrsol++;
for(i=1;i<k;i++) cout<<x[i]<<" ";}

void back(int k, int sum)
{ ifﬁsum::n)scrie(k);
else
for(int i:x[k-la;sum+i<:n;i++)
{x[K]=i; back(k+1, sum+i);}

int main()

{citeste(); x[0]=1; back(1,n);
cout<<endl<<"nr.solutli="<<nrsol;
return 0;}

int main()

{citeste(); x[0]=1; back(1,0);
cout<<endl<<"nr.solutii="<<nrsol;
return 0;}

11.12. Plata unei sume cu monede de valori date

Scrieti un program care sa afiseze toate modalitatile prin care se poate plati o suma S folosind n
bancnote de valori bl<b2<b3<...<bn. Se presupune ca avem la dispozitie oricate bancnote
din fiecare tip. Numerele n si S, precum si valorile bancnotelor se citesc de la tastatura, iar
modalitatile de plata vor fi scrise in figierul bani.out.

Indicatie. Se construieste vectorul y cu numarul maxim de bancnote: y[i]=S/b[i] din fiecare tip
Varianta 1. Vectorul solutie x va avea h componente.

o Xx[k]e{0,1,2,...,y[k]} are semnificatia: se folosesc x[k] bancnote de tipul b[K]

o valid(k): suma(x[1]*b[1]+x[2]*b[2]+...+b[k]*x[k])<=S

e solutie: k=n+1 si suma(x[1]*b[1]+x[2]*b[2]+...+b[n]*x[n])=S

int valid(int k)
{ return S>=suma(k);}

void back(int k)

{ if(k=:r|1+1){ If(suma(n)==S)scrie();}
else
Eor(int i=0; i<=y[k];i++)

_ X[k:|_=i;
if(valid(k)) back(k+1);}

Varianta 2. Vectorul solutie x va avea un numar variabil de componente.
o X[k]e{0,1,2,...,y[k]} are semnificatia: se folosesc x[k] bancnote de tipul b[K]
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e valid(k) : suma(x[1]*b[1]+x[2]*b[2]+...+b[k]*x[k])
e solutie: suma(x[1]*b[1]+x[2]*b[2]+...+b[k]*x[k])=S, k<=n+1
void back(int k, int sum)
if$k<;n&&su_m<8) _ '
{ tor(int |:O;_|<:y£ka && sum+b£k]’f|<:s;|++)
{x[K]=i; back(k+1, sum+b[k]*i);}

else if(sum==S)scrie(k);

11.13. Submulfimi de suma data.

Se da un numar natural nenul s si 0 multime A={al,a2,...,an} de numere naturale nenule. Sa se

determine toate submultimile lui A cu proprietatea ca suma elementelor acestor submultimi este s.

Exemplu:
Intrucat elementele multimii sunt numere consecutive vom lucra cu indici.

A={8,12,9,5,7,3}, n=6, s=17
X[i]=1,2,...,6 sunt indici care indica pozitia elementului din multime;
X[1]=1 => A[X[1]]=8 ; x[2]=3 => A[X[1]]=9;

Indicatie. Problema este un caz particular al problemei anterioare, b[1]=b[2]=b[3]=...=b[n]=1.

int valid(int k)
{ return S>=suma(k);}

void back(int k)
{ if(k::r|1+1){ If(suma(n)==S)scrie();}
se
?or(int i=0; i<=1;i++)

t )i;T[(li/]aTiici(k)) back(k+1);}
respectiv

void back(int k, int sum)
{ if(k<=n&&sum<S)
{for(inti=0; i<=1;i++)
if(sum+i*a[ka<=8)
{x[k]=i; back(k+1, sum+i*a[k]);}

else if(sum==S)scrie(k);

}

G3) probleme in plan, atunci cind spatiul in care ne deplasim este un tablou bidimensional

Backtracking generalizat in plan

Metoda Backtracking in plan are cateva modificari:

- stiva contine mai multe coloane (este dubla, tripla, ...);

- trebuiesc codificate oarecum directiile prin numere, litere, elemente, etc.

Problema labirintului se poate rezolva dupa un algoritm de backtracking generalizat in plan.
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I1. 14. Problema labirintului

Se da un labirint sub forma de matrice de n linii si m coloane. Fiecare element din matrice
reprezinta o camera. Intr-una din camerele labirintului se gaseste un om. Se cere sa se afle toate
solutiile ca acel om sa iasa din labirint, fara sa treaca de doua ori prin aceeasi camera.

OBS:

+ O camera poate avea iesire spre alta camera sau in afara labirintului laN, la E, la S sau la V.

» Se poate trece dintr-o camera in alta, doar daca intre cele doua camere exista 0 usa.

* Prin labirint, putem trece dintr-o camera in alta, folosind usa, doar mergand in sus N, in jos S, la

stanga V sau la dreapta E, nu si in diagonala.
Codificare
Principiul backtracking generalizat impune codificarea directiilor.

e In aceste caz vor fi codificate si combinatiile de usi/pereti ai fiecirei camere.

e Astfel, un element al camerei va fi un element al unei matrici cu n linii si m coloane, avand valori

e dela0la15. in sistemul binar, numerele 0..15 sunt reprezentate ca 0..1111, fiind memorate pe 4

e biti consecutivi.

¢ Vom lua in considerare toti cei 4 biti, astfel numerele vor fi 0000..1110.

e Fiecare din cei 4 biti reprezinta o directie, iar valoarea lui ne spune daca in acea directie a camerei
existd sau nu o usa.

e Vom reprezenta numarul astfel: nr = bl b2 b3 b4 (b = bit)

e Astfel, bl indica directia N (sus), b2 indica directia E (dreapta), b3 indica directia S (jos) iar b4

e indicd directia V (stanga). Valorile unui bit sunt, fireste, 0 s1 1.

e | inseamnad ca in directia respectiva existd o usa, iar 0 inseamnad ca in directia respectiva exista

e un perete, deci pe acolo nu se poate trece.

e Linia si coloana camerei in care se va deplasa omul din camera curenta se stabilesc astfel:

e daca directia este 1 (sus), linia se va micsora cu 1,

e daca directia este 2 (dreapta), coloana se va mari cu 1,

e daca directia este 3 (jos), linia se va mari cu 1,

e daca directia este 4 (stdnga), coloana se va micsora cu 1.

e De exemplu: 1000 - camera aceasta are pereti in E,S,V, iar in N este usa spre camera vecina la N.
|_| (linia se micsoreaza cu 1)

e Acest numdr este de fapt 8, asa fiind notat Tn matricea labirintului. In ceea ce priveste directiile,
vom retine doar coordonatele unde se afla omul din labirint, acestea fiind schimbate in functie de
drumul pe care-1 urmeaza.

Exemplu: Sa presupunem ca avem urmatoarea matrice:

9 8 10 2
12 7 15 11
1 10 10 8
4 139 0

Punctul de pornire din acest labirint este linia 3, coloana 4.
Aceastd matrice corespunde labirintului din desen
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Vom avea 3 solutii de a iesi din labirint, fara a trece de doua ori prin aceeasi camera:
* (3,4)-(2,4)-(2,3)-(1,3) -iesire

* (3,4)-(2,4)-(2,3)-(2,2)-(2,1)-(1,1) -iesire

* (3,4)-(2,4)-(2,3)-(3,3)-(4,3)-(4,2)-(3,2)-(2,2)-(2,1)-(1,1) —iesire

HENEINE N
T T T

- — ~ - «
| T | T 1*|J,T

X S B

» O camera vizitata se retine prin coordonatele ei lin si col. Pentru a memora coordonatele tuturor camerelor
vizitate vom folosi o matrice cu 2 coloane: d[K][1]=lin; d[k][2]=caol;

Adaugarea coordonatelor unei camere 1n matricea d se face numai dupa verificarea existentei acestor
coordonate in d, pentru a nu trece de doua ori prin aceastd camera. Aceasta verificare se face comparand
coordonatele camerei in care suntem cu cele ale camerelor memorate in matricea d.

int valid(int i,int j,int k)

i{nt ;

for(y=1;y<=k;y++)

|f((d[y] 1]==1)&&(d[y][2]==j) )return O;
return 1

}

T

S- alesltdm labirint cand I|n|a coloana =0, linia = n+1 sau cand coloana =m+1.

#include <iostream>
#include <fstream>

using namespace s
int a[20][20 |0]0 n m,d[20][3],nr;

ofstream g("a.out™);

void mnreQ
{inti,j; ifstream f("a.in");

f>>n>>m; for(i=1;i<=n;i++) for(j=1;j<=m;j++) f>>ali][j]; f>>10>>j0;

}

void scrie(int k)

{inti; nr++; for(i=1;i<=k;i++
G T < R 2 <<y >

?<<endl
\%oid back(int i, int j, int k)

int x=8,0k=0;

if (valid(i,j,k))
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{ qu[la hl]]g)l() dk+1][2]=);

{if(i==1)ok=1;//am iesire
else back(i-1,j,k+1);}
X=x>>1:
if (a[i] (1] &x)
{if(jJ==m) ok=1;//am iesire
else back(i,j+1,k+1);}
A
I{i?gli[:l]:[lr;)ok):l;//am iesire
else back(i+1,j,k+1);}
X=x>>1;
if (zgl [|:]§Lxl))0k:1;
~ else back(i,j-1,k+1);}
) if(ok)scrie(k+1);

int valid(int i,int j,int k)

pnt Y;

or(y=1,y<=k;y++)
if((d[y}_[1]==i)&&(d[y] [2]==j))return 0;

return ;

}
}

int main()
{fcitire();back(iO,j0,0); .
If(nr==0) cout<<"\nNu exista iesire";

else cout<<"\n Sunt "<<nr<<" variante";
return 0;}

I1. 15. Problema Bilei

Se da un teren sub forma de matrice cu n linii si m coloane. Fiecare element al matricei reprezinta
un turn cu o anumita altitudine data de valoarea retinuta de element (numar natural). Pe un astfel
de turn, de coordonate (lin,col) se gaseste o bila. Stiind ca bila se poate deplasa pe orice turn
invecinat aflat la nord, est, sud sau vest, de inaltime strict inferioara turnului pe care se gaseste

T

Initial, bila se afla pe turnul de coordonate

Fie terenul alaturat (2,2). O posibilitate de iesire din teren este
data de drumul:(2,2), (2,3), (3,3), (3,4). In program, altitudinile
subteranului vor fi retinute de matricea t.

Initial : (2,2) > Solutii: (2,2) ; (2,3) ; (2,4)
(22);(23):(3.3); (34 ;
2.4) 2,2):(23); 33);
(34)
(2,2);(2,3);(3,3);(34); (44)
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6893
9763
5854
8371
22

/Ibila )
#include <iostream

>

#include <fstream>
using namespace std;

int a[20] [20 10,j0, n,m ,d[20][3],nr;
ofstream g(*' jila.out ");

void citire()
{inti,j; ifstream ("

‘bila.in™);

Indicagie. Problema se poate rezolva folosind algoritmul de la
labirint inlocuind testul de intrare intr-o camera cu cel de inaltime
mai mica.

Nu mai este necesar sa testam daca bila a ajuns pe un turn deja
vizitat, deoarece la fiecare pas, bila se deplaseaza pe un teren de
altitudine strict inferioara.

f>>n>>m; for(i=1;i<=n;i++) for(j=1;j<=m;j++) f>>a[i] [j]; f>>10>>j0;

void scrie(int k)
{int i;

nr++;

for(i= 1;i<=k; Ji++)

g<<("<<dfil[1]<<","<<dfil [ <<")y>"

g<<endl;

void back(int i, int j, int k)
{ int 0k=0;
d[k+1][1]=i; d[k+1][2]=j;

}

if (afi-1] [J]{<a[l] I

1)

if(i==1)ok=1;//am iesire
else back(i-1,j,k+1);}

if (a[i] [l+1{] <ali] [l%)

if(j==m) ok=1;//am iesire
else back(i,j+1,k+1);}
if (a[i+1][]<alilbl)
{if(i==n)ok=1;//am iesire
else back(]i+1,j,k+1);}

if @[i][j-11<a[il[j
{if(j==

)
1)ok=1;

else back(i,j-1,k+1);}

if(ok)scrie(k+1);

int main()
{citire(); back(i0,j0,0);

if(nr==

e

Ise

0) cout<<"\nNu exista iesire";

cout<<"\nSunt"<<nr<<"variante de iesire";
return O;

}
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1. APLICATIE — COMPANIE FEROVIARA
I1I. 1. Prezentarea aplicatiei

Se considera o cale ferata de forma celei de mai jos:

Pe linia de intrare se afld n vagoane numerotate

de la 1 la n. Notdm cu I operatia de introducere a vagonului de pe prima pozitie pe linia de intrare in

stiva si cu S pe cea de extragere a vagonului din varful stivei catre iesire. Alte operatii nu sunt permise.

Pentru un anumit numar n de vagoane dat, programul va afisa urmatoarele:

e dandu-se la intrare o secventd oarecare de forma ISSI ... sa se raspundd daca succesiunea
respectiva de operatii poate fi executata;

e sd tipareasca toate secventele de vagoane, care pot fi obtinute pe linia de iesire, pentru n dat initial,

De la consola se introduce de pe cate o linie:
e n ( numarul de vagoane );
e secventa de caractere reprezentand succesiunea de operatii I si S.

I1I. 2. Solutie

Pentru verificarea sirului de comenzi se verifica daca prin operatiile efectuate nu se incearca
scoaterea unui vagon de pe o linie goala.

Ca permutarea data sa poata fi obtinuta trebuie ca toate vagoanele ce au numere cuprinse intre
numerele a doua vagoane aldturate in permutare sa se gaseasca pe linia de iesire la momentul cand s-a
ajuns la aceasta verificare.
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Exemplu: pentru n=3

» 2 1 3 e permutare invalida pentru ca la momentul cand se Incearca procesarea lui 1 nu

au fost folosite toate vagoanele Intre 1 si 3, adica vagonul 2.
» 1 3 2e o permutare valida pentru ca la momentul cand lucrdm cu vagonul 1 toate
vagoanele ( vagonul 2 ) cu numere intre 1 si 3 au fost folosite.

Daca programul va primi ca date de intrare:
Numarul de vagoane: 3
Secventa de operatii: 11SSI

Iesirea programului va fi:

Secventa I1SSI e corecta !

Secventele de vagoane ce se pot obtine pe linia de iesire:
321

312

132

213

123

#include<iostream>
#include<cstring>
using namespace std;
int perm[100],n,permutare[100], stiva[100],nr_intrare,nr_stiva,sp;
char sir[100];
void initializare()
{

for(int i=1;i<=n;i++)

perm[i]=0;

void citire_date()
{
cout<<"Nr. de vagoane:";
cin>>n;
cout<<"Secventa de operatii:";
cin>>sir:
}
void verifica(char s[100])
[*verifica daca sirul de caractere | si S este corect. Se verifica daca
prin executarea comenzilor nu se incearca scoatere unui vagon de pe
o linie vida*/
{
int i,linie_intra=n, stiva=0, x=1;
for(i=0;i<strlen(s);i++)

if(s[i]=="1"
{linie_intra=linie_intra-1;
stiva=stiva+1;
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if (linie_intra<0)
{
cout<<"Secventa "<<s<<" nu este corecta !"<<endl;x=0;
break;
}
}

if(s[i]=="S")

{ stiva=stiva-1;
if (stiva<0)
{

cout<<"Secventa "<<s<<" nu este corecta !"<<endl;x=0;
break;

}

if(x)cout<<"Secventa "<<s<<" este corecta !"<<endl;

}
void generez(int k)

inti;
if(k>2*n)
{
for(i=1;i<=n;i++)
cout<<permutare[i];
cout<<endl:

}

else

if(nr_intrare>0)

{
nr_stiva=nr_stiva+1;
stiva[nr_stiva]=nr_intrare;
nr_intrare=nr_intrare-1;
generez(k+1);
stiva[nr_stiva]=0;
nr_stiva=nr_stiva-1;

nr_intrare=nr_intrare+1;

}

if(nr_stiva>0)

permutare[sp]=stiva[nr_stiva];stiva[nr_stiva]=0;
nr_stiva=nr_stiva-1;
sp=sp-1;
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}

generez(k+1);
stiva[nr_stiva]=permutare[sp];
permutare[sp]=0;
nr_stiva=nr_stiva+1;
sp=sp+1;
}
}

int main()

{

}

citire_date();
initializare();
verifica(sir);
for(int i=1;i<=n;i++)
{
permutare[i]=0;
stiva[i]=0;
b
nr_intrare=n;
nr_stiva=0;
sp=n;
cout<<"Secventele de vagoane ce se pot obtine pe linia de iesire :"<<endl;
generez(1);
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